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ИССЛЕДОВАНИЕ КИНЕМАТИКИ ДВУХШАРНИРНОЙ 

КАРДАННОЙ ПЕРЕДАЧИ С ПОМОЩЬЮ КОРРЕЛЯЦИОННО-

РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА 

 

Гурвич Ю.А., Вареник А.А., Августинович А.Г., Старовойтова О.Л. 

 

Белорусский национальный технический университет, Минск 

 
 This article contains a description of a new method of unevenness definition in dependence of 

obliquity angle and its influence on output cinematic characteristics of two-joint cardan shafts. Also con-

ducted a study of cardan shafts using correlation-regression analysis. 

 

В отличие от работ [1-7] здесь впервые сделана попытка исследовать влия-

ние угла поворота α ведущего вала I, угла излома γ2 и угла между вилками ψ, рас-

положенными на одном валу II, на угловое ускорение ε3 ведомого вала III двух-

шарнирной карданной передачи, схема которой представлена на рис.1, с помощью 

корреляционно-регрессионного анализа и программного пакета STATISTICA. 

Корреляционно-регрессионный анализ широко используется при исследова-

нии различных зависимостей между статистическими рядами. В зависимости от 

количества рассматриваемых факторов корреляционно-регрессионный анализ 

подразделяется на два вида: парный и множественный. Парный корреляционно-

регрессионный анализ устанавливает связь между двумя  факторами: ii xy = ; мно-

гофакторный – между n факторами, один из которых – зависимый, а остальные – 

независимые: 
1 2( , ,..., )i i i iny f x x x= ) [8-10]. 

При изучении кинематики плоской двухшарнирной карданной передачи 

сначала  был проведён парный, а затем многофакторный корреляционно-

регрессионный анализ. 

 
Рис. 1. Схема плоской двухшарнирной карданной передачи с двумя карданами 

 

Для определения углового ускорения ε3 вала III двухшарнирной карданной 

передачи в качестве исходной информации используем формулу угла поворота 

ведомого вала  , приведенную в [2]: 
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где α – угол поворота вала I; β'- угол поворота вала III; γ1 – угол излома вала I; γ2 – 

угол излома вала III; ψ – угол между вилками 2 и 1′, расположенными на валу II. 
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Сначала определим угловую скорость ведомого вала. Так как угол β' являет-

ся функцией двух переменных α, γ2, то полная первая производная по времени от 

(1) представляет собой сумму двух слагаемых 
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Введем замены: 
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d
=3  – угловая скорость 

вращения вала III; 
dt

d
=1  – угловая скорость вала I; 

dt

d 2
2


=  – угловая ско-

рость вала III при переменном угле γ2. 

Выражение (1) перепишем в виде 

                           ( ) ( )+=  ,,,2,,,1 2122113 LL . (2) 

Теперь определим угловое ускорение ведомого вала ε3, взяв полную произ-

водную по времени от левой и правой частей выражения (2) (в [7] приведен вывод 

формулы ε3): 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 1 23
3 1 1 2 1 1 2

2

1 2 1 2

2 1 2 2 1 2

2

1 , , , 1 , , ,
1 , , ,

2 , , , 2 , , ,
2 , , , ,

L Ld
L

dt

L L
L



  

          
 = =       +   +  + 

  

          
+      +   +  

  

 (3) 

где ε1 - угловое ускорение вала I; εγ2 - угловое ускорение вала III при переменном 

угле 2 . 

В работе исследование углового ускорения  = ε3 с помощью парного кор-

реляционно-регрессионного анализа было выполнено при переменных углах:  

1. α (при фиксированных углах γ1, γ2, ψ). Примем, например, γ1 = π/36,  

γ2 = π/36, ψ = π/90;     

2. γ1 (при фиксированных углах α, γ2, ψ). Примем, например, α = π/6, γ2 = π/36, 

ψ  = π/90; 

3. γ2 (при фиксированных углах α, γ1, ψ). Примем, например, α = π/6, γ1 = π/36, 

ψ  = π/90; 

4. ψ (при фиксированных углах α, γ1, γ2). Примем, например, α = π/6, γ1 = π/36, 

γ2  = π/36. 

Значения углов α, γ1,  γ2,  ψ  и углового ускорения   в функции этих углов 

или ( )  =  , 
1( )  =  , 

2( )  =  , ( )  =   определим по формуле (3), используя 

программный пакет MATHCAD (рис. 2). Тогда в обозначениях MATHCAD: 

– α,  γ1,  γ2,  ψ (рад);  

– ( ) 2b  =  ,  
1( ) 2 1b  =  ,  

2( ) 2 2b  =  ,  ( ) 2b  =   (рад/с2). 

В столбце исходных данных угол α принимает значения 91 180  и 

271 180 , вместо  α = 90 180  и  α = 270 180 , так как  tgα, входящий в формулу 

ε3 [7], при значениях этих углов стремится к  ± ∞. 
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Рис. 2. Графики зависимости углового ускорения  от углов α, γ1, γ2, ψ:  

а) ( )  =  , б) 
1( )  =  , в) 

2( )  =  , г) ( )  =   
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Из графика, представленного на рис. 2, видно, что зависимость между угло-

вым ускорением   и углом α близка к параболической; между   и углом γ1 

близка к гиперболической; между   и углом γ2 близка к параболической; между 

  и углом ψ близка к линейной. Поэтому при выводе формулы парной регрессии 

с помощью программного пакета STATISTICA будем использовать параболиче-

скую, гиперболическую и линейную функции. 

 

   
 

       
 

Рис. 3. Результаты парной регрессии для  углов α, γ1, γ2, ψ 

 

Из рис. 3 видно, что зависимости   от углов  α, γ1, γ2, ψ  выражаются моде-

лями: 

 = 2.839761-0.0358·α2-0.000103·α; 

 = 179.9129-33.0901· γ1-94.9492·1/ γ1; 

 = -58.2040+2.4070· γ2
2+0.0987· γ2; 

 =0.2942+1.036764  ψ. 

Применим многофакторный корреляционно-регрессионный анализ для 

установления одновременной функциональной зависимости между исследуемой 

случайной величиной и факторами ),...,,( 21 nxxxfy =  или  = ( α, γ1, γ2, ψ ). 

На стадии количественного анализа отберем факторы, влияние которых на 

исследуемую зависимость ),...,,( 21 nxxxfy =  существенно. В уравнении множе-

ственной регрессии существенными обычно оказываются те факторы, которые 

имеют существенную корреляционную связь с результативным признаком, т. е. с 

),...,,( 21 nxxxfy =  (большое значение коэффициента корреляции), а между собой 

– несущественную (малое значение коэффициента корреляции). На данной стадии 

рассчитывается корреляционная матрица (табл. 1): 

Таблица 1 

 у х1 х2 … xn 

у 1 ryx1 ryx2 … ryxn 

х1  1 rx1x2 … rx1xn 

x2   1 … rx2xn 

x3    … rx3xn 

 
    

 

xn     1 
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Коэффициент корреляции между факторами хi и xj  определяется по фор-

муле: 
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          (4) 

где 
ix  и 

jx  - соответственно, среднее по строкам и столбцам. 

В нашем случае корреляционная матрица между углами α, γ1, γ2, ψ и угло-

вым ускорением  = 
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 примет следующий вид 
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Из матрицы видно, что коэффициент корреляции: 

– между   и α равен 0.032; 

– между   и γ1 равен -0.973; 

– между   и γ2 равен 0.975; 

– между    и ψ равен 0.999. 

 Для фактора α (матрицу рассматриваем по столбцам) связь с фактором γ1 

сильнее, чем с функцией  , потому что 1 30.955 0.032r r  =  = . Следова-

тельно, фактор α является несущественным и его нужно исключить из дальнейше-

го рассмотрения. 

Исходные данные   для множественной корреляции получим из формулы 

(3) по 29-ти значениям углов γ1, γ2, ψ (в градусах): 
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В работе были рассмотрены: 

– линейная модель, для которой коэффициент множественной корреля-

ции R = 0,754; 

– параболическая модель, для которой коэффициент множественной 

корреляции R = 0,964; 

– гиперболическая модель, для которой коэффициент множественной 

корреляции R = 0,597. 

Так как коэффициент множественной корреляции у параболической модели 

наибольший, то она наиболее точно описывает связь между    и углами γ1, γ2, ψ.  

Приведем расчет параболической модели. 
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Рис. 4. Выбор модели для нелинейной многофакторной регрессии 

 

Произведя все необходимые вычисления в программе STATISTICA, полу-

чим таблицу результатов. 

 

 

 
 

Рис. 5. Результаты многофакторной регрессии для параболической модели 

 

Полученная многофакторная модель зависимости функции отклика  от пре-

дикторов  = ( γ1, γ2, ψ ) имеет вид:  
222 9265.322314.4712803.191649.89' −−+= . 

Из приведенных результатов, полученных с помощью корреляционно-

регресионного анализа, следует, что: 
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– зависимость между откликом и предикторами сильная, так как 

R = 0,964 > 0,75; 

– построенная параболическая регрессия адекватно описывает взаимо-

связь между откликом и предикторами; 

– свободный член статистически значим [9]. 

Полученная модель может быть использована: 

– для прогнозирования значений углового ускорения  ; 

– для определения исходных значений углов γ1, γ2, ψ при заданном зна-

чении углового ускорения  . 
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