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Передача сигналов в соответствии с диаграммой направленности антенны и их сложение в месте 
приема являются простыми в реализации линейными операциями, позволяющими получать значи-
тельный выигрыш при эксплуатации многоканальных систем при пространственном разнесении 
сигналов. В настоящее время отмечается растущий интерес к исследованию и эксплуатации подоб-
ной технологии в системах с частотным разделением каналов, использующих ограниченную глуби-
ну обратной связи от приемной стороны к передающей. Подобные технологии используют множест-
во векторов диаграммы направленности антенны, что затрудняет вывод математического выражения 
для вероятности ошибки в строгом виде и определение приемлемых границ сверху и снизу. Необхо-
димо гарантировать выбор векторов диаграммы направленности передающей антенны и сложения 
сигналов в месте приема так, чтобы достигалась полная кратность разнесения сигналов. 
Ключевые слова: Диаграмма направленности антенны, коррелированные замирания, разнесен-
ный прием, многоканальные системы, рэлеевский канал. 
 

The transmission of signals in accordance with the antenna pattern and their combination at the receiving 
point are simple in the implementation and linear in nature operations that make it possible to obtain a 
significant gain when operating multichannel systems with spatial diversity of signals. At present, there is 
a growing interest in researching and operating such a technology in systems with frequency division 
channels, using a limited depth of feedback from the receiving side to the transmitter. Such technologies 
often use multiple vectors of the antenna pattern, which makes it difficult to derive a mathematical 
expression for the error probability in pure form and to determine acceptable boundaries from above and 
below. It is necessary to guarantee the selection of the vectors of the radiation pattern of the transmitting 
antenna and the combination of signals at the receiving site in such a way that the full diversity of the 
signals is achieved. Therefore, it is very important to clearly define the necessary and sufficient 
conditions ensuring the full diversity of the signal diversity under the condition of the presence of 
correlated Rayleigh fading in the communication channel. 
Keywords: beam forming, correlated Rayleigh fading, diversity methods, MIMO systems, Rayleigh channel. 

 

Введение. Передача сигналов в соответствии с диаграммой направленности передаю-
щей антенны и их сложение в месте приема являются линейными процедурами, повышаю-
щими мощность сигнала и уменьшающими уровень флуктуаций в месте приема при наличии 
замираний в канале связи [1]. В течение последних 50 лет основное внимание в исследовани-
ях передачи сигналов в соответствии с диаграммой направленности передающей антенны и 
их сложения в месте приема было направлено на применение систем с одноканаль-
ным/многоканальным входом и многоканальным/одноканальным выходом, используя мето-
ды многоканальной обработки сигналов. Для подобных систем математический анализ и по-
лучение строгого математического выражения вероятности ошибки в общем виде представ-
ляет собой трудную математическую задачу. В [2] было предложено строгое математическое 
определение вероятности ошибки для нескольких частных случаев, широко используемое 
для сравнения методов передачи сигналов в соответствии с диаграммой направленности пе-
редающей антенны, многоканальной обработки сигналов, сложения сигналов в месте прие-
ма, и анализа передачи сигналов по каналу связи с учетом замираний сигнала. 

Последние несколько лет большой интерес вызывает анализ систем связи с многока-
нальной передачей и обработкой сигналов в месте приема, использующих одновременно 
множество передающих и приемных антенн [3], [4]. В этих системах многоканальная пере-
дача сигналов в соответствии с диаграммой направленности передающей антенны и сложе-
ние их приемной антенной осуществляется одновременно. Вектора диаграммы направленно-
сти передающей антенны и сложения сигналов в месте приема при многоканальной обработ-
ке должны быть согласованы [5]–[8]. Получение строгого математического выражения для 
вероятности ошибки, которое можно было бы без особого затруднения анализировать при мно-
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гоканальной передаче сигналов в соответствии с диаграммой направленности передающей ан-
тенны и их сложении в месте приема при многоканальной обработке приемной антенной, явля-
ется сложной, но решаемой задачей. В связи с этим, асимптотические определения коэффициен-
та усиления антенной решетки и кратности разнесения сигналов при передаче/приеме сигналов 
часто используются для сравнения различных методов разнесенного приема сигналов. 

Кратность разнесения (число независимых копий сигнала) была определена для много-
канальных систем специфического назначения в соответствии с диаграммой направленности 
при передаче сигналов и их сложения в месте приема, используя каналы без запоминания 
данных и с некоррелированными рэлеевскими замираниями. К таким специфическим систе-
мам относятся системы с многоканальной обработкой сигналов: оптимальная передача и оп-
тимальное сложение сигналов в месте приема [5], [9]; выборочное разнесение при передаче и 
оптимальное сложение сигналов в месте приема [6]; одинаковый коэффициент передачи и 
оптимальное сложение сигналов в месте приема [7]; одинаковый коэффициент передачи и 
выборочное сложение разнесенных сигналов в месте приема [7]; одинаковые коэффициенты 
передачи и сложения сигналов в месте приема [7]; ступенчатая диаграмма направленности 
передающей антенны [7], [8]. Для каждой из этих систем диаграмма направленности пере-
дающей антенны выбирается из некоторого множества возможных векторов диаграммы на-
правленности, а вектор сложения сигналов в месте приема выбирается из некоторого множе-
ства возможных векторов сложения. Эти множества могут быть бесконечными или конеч-
ными, например, квантованные методы [7], [8]. За исключением настоящей статьи, точные ха-
рактеристики для множества возможных векторов диаграммы направленности передающей ан-
тенны и сложения сигналов в месте приема, гарантирующие полную кратность разнесения сиг-
налов в месте приема при передаче и приеме сигналов в условиях коррелированных рэлеевских 
замираний в канале связи, еще не получены. По этой причине, в настоящей статье мы определя-
ем необходимые и достаточные условия для выбора множества векторов формирования диа-
граммы направленности передающей антенны и сложения сигналов в месте приема, которые 
обеспечивают полную кратность разнесения (полный набор независимых копий сигнала) при пе-
редаче сигналов по каналам связи без памяти данных и с коррелированными рэлеевскими замира-
ниями. Некоррелированные рэлеевские замирания рассматриваются здесь как частный случай. 

Математический анализ выполняется для произвольных методов модуляции передавае-
мых сигналов, где кратность разнесения сигналов, используя системы с оптимальными пере-
дачей и сложением сигналов в месте приема и с выборочным разнесением, используя каналы 
связи без запоминания данных и некоррелированными рэлеевскими затуханиями, задается для 
определения числа передающих и приемных антенн. Предполагаем линейное сложение сигна-
лов в месте приема и используем модель рэлеевских замираний в канале связи из [9]–[11]. Ре-
зультаты моделирования вероятности ошибки для систем с конечным числом передающих и 
приемных антенн подтверждают справедливость наших теоретических исследований. Моде-
лирование осуществлялось генерированием случайных выборок векторов диаграммы направ-
ленности передающей антенны и сложения сигналов в месте приема. 

Анализ модели системы. Мы рассматриваем многоканальную систему с  пере-
дающими и  приемными антеннами и канал связи без памяти данных с рэлеевскими за-
мираниями. Используя диаграмму направленности передающей антенны и методы сложения 
сигналов в месте приема, принимаемый сигнал есть , где  – одномерный 
вещественный  или комплексный 
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ду собой, т. е., элемент  независим от элемента , если pn qn qp  . Полагаем, что передаваемая 

группа сигналов должна быть нормализована так, что энергия передаваемого сигнала равна 
, и символ  обозначает абсолютную величину. Сигналы, передаваемые по 

разным каналам связи, некоррелированны между собой,  при . 
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Множества, из которых выбираются вектора диаграммы направленности передающей 
антенны и сложения сигналов в месте приема, играют важную роль. Множество, по которо-
му оптимизируется функция стоимости, называется допустимым множеством оптимизации 
[12]. Мы будем называть множество всех возможных векторов диаграммы направленности 
передающей антенны допустимым множеством формирования направления передаваемых 
сигналов, а множество всех возможных векторов сложения сигналов в месте приема допус-
тимым множеством векторов сложения сигналов в месте приема. Например, система с выбо-
рочным разнесением использует допустимое множество формирования направления переда-
ваемых сигналов, состоящее из столбцов единичной матрицы размером , и допусти-
мое множество векторов сложения сигналов в месте приема, состоящее из столбцов единич-
ной матрицы размером . Коррелированность рэлеевских замираний в канале связи 
для многоканальной системы может быть представлено следующей моделью замираний: 

t
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RRR  и  TTT RRR  – ковариационные матрицы в месте прие-

ма и передачи сигналов, соответственно;  – матрица, элементы которой  являются слу-

чайными величинами нормального закона распределения с нулевым математическим ожида-
нием и единичной дисперсией . Элементы матрицы  не зависят друг от друга. 
Аналогичная модель была предложена в [9] и экспериментально подтверждена в [10]. Эта 
модель также предлагается стандартом IEEE 802.11 [13]. 
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 , модель представляет собой множество передающих и приемных систем при не-
коррелированных рэлеевских замираниях в канале связи. Аналогично как для систем с кор-
релированными, так и для систем с некоррелированными рэлеевскими замираниями, канал 
связи моделируется как квазистатический канал с замираниями. Вектора  и  выбираются 
для каждого канала с целью минимизации вероятности ошибки. При фиксированной матрице 
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где  – эвклидова норма;  – эффективный коэффициент усиления канала связи системы 
с одноканальными входом и выходом. Заметим, что (1) представляет собой мгновенное или 
текущее значение отношения сигнал/помеха в смысле матрицы . 
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символу. Для любого данного символа средняя энергия, зависящая от диаграммы направлен-
ности передающей антенны, определяется как . Для корректного сравнения мощности 
переданных символов полагаем 
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даче сигналов требуется информация о векторе-столбце w . Подобный аналитический подход 
применяется для систем при отсутствии информации о матрице в месте передачи сигналов 
Вектор-столбец  определяется в месте приема. Используя  ограниченную обратную связь, 
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информация о векторе-столбце  передается передатчику. Мгновенное значение вероятно-
сти ошибки для произвольного типа модуляции переданного сигнала выражается условной 
вероятностью ошибки на символ  для канала связи с аддитивным белым гаус-
совским шумом при данном отношении сигнал/помеха в месте приема. Эта функция убывает 
с ростом . Средняя вероятность ошибки на символ  определяется 
математическим ожиданием по отношению к матрице . Для минимизации условной веро-
ятности ошибок полагаем, что приемное устройство выбирает вектора  и  так, что отно-
шение сигнал/помеха в (1) максимальное. Тогда приемник посылает передатчику оптималь-
ный вектор-столбец  диаграммы направленности передающей антенны. Заметим, что в 
этом случае, если допустимое множество векторов диаграммы направленности передающей 
антенны конечное, то вектор-столбец  может быть передан передатчику по обратной связи, 
используя ограниченное число бит. 
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Вывод точного математического выражения для вероятности ошибки  при произ-
вольных подходах к алгоритмам сложения сигналов в месте приема является большой про-
блемой. Эта проблема может быть решена. Используем полный набор передающих  и 
приемных  антенн независимо от замираний в канале связи, характерных для систем с 
многоканальными входом и выходом. Введем ограничения на кратность разнесения сигналов 
при формировании диаграммы направленности передающей антенны и сложения сигналов в 
месте приема. В этом случае, эти системы обладают кратностью разнесения сигналов D и ко-
эффициентом усиления антенной решетки A, если средняя вероятность ошибки на символ 
уменьшается пропорционально  при . Для многих специфических слу-
чаев было показано, что системы с оптимальными передачей и сложением сигналов в месте 
приема и выборочным разнесением для многоуровневой фазовой и квадратурной амплитуд-
ной модуляции сигналов [5], [12] обеспечивают полную кратность разнесения сигналов в 
месте приема. Системы с выборочным разнесением с многоуровневой фазовой и квадратур-
ной амплитудной модуляции сигналов анализировались в [14] и [15], соответственно. 

ош

tM

r

)/ 2
nE

Необходимые и достаточные условия. Рассмотрим необходимые и достаточные усло-
вия формирования допустимых множеств векторов диаграммы направленности передающей 
антенны и сложения сигналов в месте приема. Используем эффективный коэффициент канала 
связи (2) вместо отношения сигнал/помеха на входе приемного устройства. 

Теорема: Система связи, использующая диаграмму направленности антенны и сложение 
переданных сигналов в месте приема при наличии канала связи без памяти данных и коррели-
рованных рэлеевских замираний, обеспечивает полную кратность разнесения тогда и только 
тогда, когда векторы диаграммы направленности антенны заполняют допустимое множество 

tMC  и векторы сложения сигналов в месте приема заполняют допустимое множество rMC . 
Доказательство: Докажем достаточность условий. Полагаем, что вектора диаграммы 

направленности антенны и сложения сигналов в месте приема заполняют допустимые мно-
жества tMC  и rMC , соответственно. Кратность разнесения сигналов всегда будет меньше или 
равна  потому, что существует только rM t M rt MM   независимых параметров замирания. 
Обозначим допустимое множество векторов диаграммы направленности антенныW и допус-
тимое множество векторов сложения сигналов в месте приема Z . Мы можем определить не-
вырожденную (обратимую) матрицу ][ 21 tMwww  WiwB  TT RR W , где  для i . Ана-

логично, можно определить невырожденную (обратимую) матрицу 

]2 rMzz[zRRС  1RR
 Z , где  iz Z i,  . Так как матрицы невырожденные или обрати-

мые, мы можем определить декомпозицию сингулярного числа каждой матрицы 
, где  – унитарные матрицы размером ;  – диагональ-

ная матрица с элементами 
RLL FUUCVB   RΛV и RV и

2

LV  

1 
tt MM  Λ

0
tM   ;  и  – унитарные матрицы размером 

; F  – диагональная матрица с элементами  . Для этой системы 
LU

1f

RU

2f 0
rMfrr MM 
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где  – p-й столбец матрицы ;  – (p,q)-й элемент матрицы ;  –означает эквива-

лентность в распределении. В (3) используется инвариантность комплексных стандартных 
(нормальных) матриц по отношению к унитарному преобразованию. При выводе (3) исполь-
зовались преобразования из [16]. Отмечая, что максимум по всем элементам  есть эф-

фективный коэффициент канала связи для систем с выборочным разнесением, вероятность 
ошибки равна , где 

p)(A A

|

qp,)(A

)( rt MM

A
d



2
, || qpg

][ )( 221
SDtr rMMsG

ош
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rQ
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SD



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Mq

(

. Мы 

получили вероятность ошибки на символ для некоррелированных рэлеевских замираний в 
канале связи для системы с выборочным разнесением с коэффициентом , ко-

торый обеспечивает кратность . Таким образом, доказано, что рассматриваемая систе-
ма связи обладает кратностью разнесения сигналов порядка . 

2
tMtM 

rMtM

rt MM

Докажем необходимое условие. Пусть подмножество WS , покрываемое векторами из 

допустимого множества W , после умножения на TR  имеет размерность WM . Пусть под-

множество ZS , покрываемое векторами из допустимого множества Z , после умножения на 

RR  имеет размерность ZM  При условии rtMMMM ZW  можно определить матрицу  раз-

мером 

V

WMMt  , покрывающую подмножество WS , и матрицу  размером U ZMM r  , покры-

вающую подмножество ZS , полагая  и . Для обеих матриц мы можем 

создать квадратичные унитарные матрицы 
WMI IUU VV

ZM

V  и U , соединяя в цепочку ортогональные век-
торы размером WMM   и ZMM r  с матрицами  и , соответственно. Следовательно, V U
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22 |||||||| RT RR  ,  и  – нулевые векторы;  – матрица, образованная из первых 0 0
~

):1,:1( WZ MMG

ZM  строк и WM  столбцов;  – эффективный коэффициент канала связи для rG ZW MM   сис-
темы с оптимальными передачей и сложением сигналов в месте приема с антенной решет-
кой, обладающей переменными коэффициентами направленного действия. Тогда, 

 ,|([ ошибкаPEP s
ош

s G ])22 ||||
MRCrR Q|| R||TR 22

2):1,:1(|| MMRC Z
G || nMrQ E

W
. Отметим, ZW MM   сис-

тема связи с оптимальными передачей и сложением сигналов в месте приема обеспечивает 
кратность разнесения порядка . Так как это граничное значение справедливо для про-

извольного отношения 
rt MM 

2
nE , можно сделать вывод, что система связи не достигает полного 

разнесения сигналов. 
Результаты моделирования. Моделирование проводилось методом Монте-Карло. Ал-

горитмы формирования диаграммы направленности антенны и сложения сигналов генериро-
вались случайным образом. Демонстрируется важность полного покрытия допустимого мно-
жества tMC  векторами диаграммы направленности антенны. Для системы  ,2tM 1rM  ис-
пользуется двоичная фазовая модуляция передаваемого сигнала при наличии 2-х допустимых 
множеств векторов формирования диаграммы направленности передающей антенны. Результа-
ты представлены в виде функциональной зависимости вероятности ошибки на символ от отно-
шения сигнал /помеха на входе приемной антенны (рисунок 1). Первое допустимое множество 
содержит . Для этой системы кратность разнесения сигналов равна 1. При моделировании }1{w
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системы второго порядка использовалось множество }{ 211 01.099.0, www  , где . Из 
рисунка 1 видно, что добавление второго вектора с большим значением коэффициента корреля-
ции относительно первого вектора гарантирует полную кратность разнесения сигналов. Вероят-
ность ошибки на символ, когда допустимое множество векторов, формирующих диаграмму на-
правленности передающей антенны, состоит из 

021 ww

}{ 211 01.099.0, www  , представлена на рисун-
ке 1 для демонстрации зависимости коэффициента передачи антенной решетки от степени кор-
релированности между двумя векторами, что хорошо согласуется с [8]. 

 

 
 

Рисунок 1 – Вероятность ошибки; система  

: 1 – случайное разнесение, крат-
ность 1; 2 – случайное разнесение, коэффици-
ент корреляции 0,99; 3 – случайное разнесение, 
коэффициент корреляции 0,95; 4 – асимптоти-
ческое разнесение, кратность 1; 5 – асимптоти-

ческое разнесение, кратность 2. 

tM

1,2  rM

Рисунок 2 – Вероятность ошибки; система tM  

2,4 rM : 1 – случайное разнесение, коэффици-
ент корреляции 0,95; 2 – случайное разнесение, 
кратность 8; 3 – случайное разнесение, кратность 

4;  4 – случайное разнесение, кратность 1; 5 – 
асимптотическое разнесение, кратность 4; 6 – 
асимптотическое разнесение, кратность 8; 7 – 
асимптотическое разнесение, кратность 1. 

Вероятность ошибки на символ для различных допустимых множеств векторов форми-
рования диаграммы направленности передающей антенны и сложения сигналов в месте 
приема для системы  при 4-х битовой квадратурной амплитудной модуляции 
передаваемых сигналов, представлена на рисунке 2. Видно, что кратность разнесения системы, 
использующей множество 

2,4  rt MM

4tMC  векторов формирования диаграммы направленности пере-
дающей антенны и множество 2rMC  векторов сложения сигналов, равна 8. Если множество 
векторов формирования диаграммы направленности передающей антенны состоит из 2-
мерного подмножества, кратность разнесения сигналов равна 4. Аналогично, когда допусти-
мое множество векторов формирования диаграммы направленности передающей антенны, как 
и допустимое подмножество векторов сложения сигналов, состоит из одномерного подмноже-
ства, кратность разнесения сигналов равна 1. При моделировании используются матрицы пол-
ного ранга  и , генерируемые случайным образом для допустимого множества TR RR 4tMC  
векторов формирования диаграммы направленности передающей антенны и для допустимого 
множества 2rMC  векторов сложения сигналов в месте приема, для того, чтобы показать экспе-
риментально корректность полученных результатов и для коррелированных рэлеевских зами-
раний в канале связи системы с многоканальными входом и выходом. Из рисунка 2 видно, что 
рассматриваемая система связи обеспечивает кратность разнесения сигналов, равную 8. 

Выводы. Определены необходимые и достаточные условия для выбора допустимых 
Множеств векторов диаграммы направленности передающей антенны и сложения сигналов в 
месте приема для обеспечения полной кратности разнесения сигналов при передачи сигнала, 
используя канал связи без памяти данных и с коррелированными рэлеевскими замираниями. 
Эти условия позволяют с достаточной легкостью и без проведения моделирования или экс-
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перимента определить кратность разнесения сигналов систем связи с диаграммой направ-
ленности передающей антенны и сложения сигналов в месте приема, что при аналитическом 
рассмотрении вызывает очень большие трудности, особенно в случае ограниченной обрат-
ной связи. Полученные результаты работы справедливы для любого вида модуляции переда-
ваемого сигнала при доказуемой полной кратности разнесения сигналов в системах с опти-
мальными передачей и сложением сигналов в месте приема и с выборочным разнесением пе-
редающих сигналов, используя канал связи без памяти данных и с некоррелированными рэ-
леевскими замираниями. В будущем предполагается провести исследования о влиянии до-
пустимых множеств векторов диаграммы направленности передающей антенны и сложения 
сигналов в месте приема на величину коэффициента направленного действия антенной ре-
шетки. Подобное исследование проводилось для систем с многоканальным входом и одно-
канальным выходом [17] и многоканальными входом и выходом [4] для некоррелированных 
рэлеевских замираний в канале связи. 
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